Chapitres 1: Fonctions usuelles.

1-1 Vocabulaire sur les fonctions.

-C’est une application définit sur un domaine D € R vers R.
f:DcR->R
x-=>y=f(x)

v : Image d’'un antécédent x parf. D: Domaine de définition.

Fonctions: -Affine: x - nx +p
-Polynomiale: x = P(x) = ay + a1 x + a,x + - a,x"

-Rationnelle : tout quotient d’'une fonction polynomiale par une fonction polynomiale non nulle.

Bijections : f est bijective, elle posséde une réciproque f™1:B » A pary = f(x) & x = f1(y)

f:1 — ] Une fonction bijective (/,] sont deux intervalles de R)

-Si f strictement monotone — f ! strictement monotone de méme sens.

-Si f continue sur I - f~! continue sur J

-Si f derivable et f~! ne s’annule pas sur I alors ™! est dérivable : (f71)'(x) =

1-2 Fonctions log et exp.

Log: -I'unique primitive sur R** de i qui s’annule en 1.
-propriétés fondamentales: In(xy) = In(x) + In(y)

X
In (;) = In(x) — In(y)

In(x™) = n.In(x)

-ln:10; 4[> R / x = In(x)

est bijective car elle est continue et strictement croissante.
Alimyg In(x) =400 et limy+ In(x) = —co
lnix) =0 et limg+ x.In(x) = 0

-In(e) =1

-limy

exp: -fonction réciproque de y = In(x)

-exp:R =10; +o[ / x> x=In(y) avecy = exp(x) & x = In(y)

- propriétés fondamentale: exp(x + y) = exp(x) exp (¥)

exp(x)
exp(x —y) = =

exp(nx) = exp(x)™

(exp(x))" = exp(x)

(exp(u(x)))' =u'(x) exp(u(x))
Alim_,exp(x) =0 et lim,,exp(x) =+

_lim+oo eX;;(x) = 4o

Log et exp de base quelconque :

Log
-Sia>0eta # 1(In(a) = 0)
1
-10ga(x) = £33 / loga(a) = 1 / log,(x) = In (x)
-log,:10; +o[ > R
x - y=log,(x) estune bijection.

(logg (1))’ =

(log, (W)’ =

x.In(a)

u.ln(a)

x=0 ¥ =In(x)
/(‘

—

1,0 X




Sia>1
-log, (x) est strictement croissant. _
-limglog,(x) = —o et lim, log,(x) = +o 1o —

SSi0<a<1(ln(a) <0) o _ 3
-log,(x) eststrictement décroissant. / - o
-limglog,(x) = +0 et lim,, log,(x) = —c0 [ y = logx
'loga(xY) = loga(x) + loga(.V) ‘l L
log, (%) = loga(x) — 10ga(»)

exp

Sia>0,a#1

-y =expe(x) © x =log,(y)

-exp,(0) =1

-exp (1) = a

-expy: R —=]0; +oo[ / x — exp,(x) estune bijection.

-Sia>1

-exp,(x) eststrictement croissant.
-lim_, exp,(x) =0

-lim, o, expga(x) = +o0

Sid<a<1
-exp, (x) eststrictement décroissante.
Alim_, expg(x) = 400 et limi,exp,(x) =0

In(y)
In(a)

-y =exp,(x) & x=log,(y) = ,a#1 o In(y) =x.Ing(a) & y=-exp(x.ln(a))

donc exp,(x) = exp(x. In(a))

-(expy(x))" = In (a) X exp, (x)

-expq (x +y) = exp,(x) expq ()

-exp, (nx) = exp, (x)"

-a* = exp(x.ln(a)) ,Va > 0 car 1* = exp(x.ln(1)) =1

1-3 Fonction Puissance.
Ya€R,p,:R™ > RY" / x > x% = exp(a.In(x))
-Sia € N, la fonction x — x® est définie sans forme exponentielle.
-Va,b €R,Vx,y > 0:-x%* = (xy)¢
-x%yb = yatb
_(xa)b = xab
-12=1 et x°=1 et In(x*) = a.In(x)
-Va € R, p(x) = x% est dérivable sur ]0; +oo[ et @,(x) = a.x* 1 =a. exp((a -1 ln(x))
-Lorsque a > 0, lim, ¢, (x) = 0 et on prolonge par continuite avec ¢,(0) = 0
-py(x) = a.x*1 = a.exp((a—1) In(x)):

Sia>1 — ¢, estdérivableen 0 et ¢/,(0) =0
-Si0 <a <1 - ¢, non dérivable en 0 mais il existe une tangente vertical a I'origine.
Sia=1- pi(x)=a=1

1-4 Fonctions circulaires et réciproque.
Fonction circulaires.

-tan(x) = SN J4finie sur R\{E + km,k € Z}

cos(x) 2
-Les fonctions sin et cos sont 2m-periodique et dérivables a valeurs dans [-1 :1]
-(sinu)’ =u'cosu et (cosu) = —u'sinu

!
-(tanu)’ = u'(1 + tan? u) = —

cosZu



! .
sin
s

r_
(cotu)' = pT

-sin et tan: Impaires et cos: paire / . - v

-si cos(x) = cos(y) sur [O 'ﬂ doncx =y

Transformation affines :

sin(—x) = —sin(x) sin(r — x) = sin(x) ‘ [ | |
cos(—x) = cos(x) cos(m — x) = — cos(x) { | © ‘ ‘
| | |
sin(r + x) = —sin(x)  sin (g - x) = cos(x) ‘ J‘ f “
cos(m + x) = —cos(x) cos (g + x) = —sin(x) ‘,s"‘ ‘/"‘ ,/‘J
4 4 '/
sin (E + x) =cos(x) cos (E - x) = sin(x) L / | ‘ //

2 2 a2 O 1 / P
Formules d’additions : / /
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) [ [ [ [
sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) [ [ J‘ 1’

__ tan(a)+tan(b) _ __ tan(a)-tan(b) ; [ | |
tan(a + b) = 1-tan(a) tan(b) et tan(a —b) = 1+tan(a) tan(b) \ ’ \ ‘
= —2sin (X2 sin (22 ‘
cos(x) —cos(y) = ZSln( > )sm( 5 )
sin(x) — sin(y) = 2 cos (%) sin (%)
Limites :
. sin(x) _ . (1-cos(x)) _ 1
lim, e et lim, —z =3
PRI TR
Réciproque des fonctions circulaires. vk cosl
-Arccos. T
-cos : strictement décroissante sur [0 + 7], cos’(x) = —sin(x) < 0 donc bijection de U]
[0; 7] sur[—1;1] 5
-Bijection réciproque : arccos : [-1;1] -» [0;7] / x —» y = arccos(x) [ ol
-¥x € [-1;1], cos(arccos(x)) = x ?11 ’ (-1
-Vx € [0;m] , arccos(cos(x)) = x _ | I | |

-Vx € [-1;1] , sin(arccos(x)) = V1 — x2

-Vx € [-1;1] , arccos(—x) = m — arccos(x)

-Vx € [mr; 2], arccos(cos(x)) = 2w — x

-arccos: continue et strictement décroissante sur [—1; 1] derivablesur ] —1;1[

-(arccos(x))’ :\/1___1962 (—\/11‘_;1‘2) z

_v:sin'l[x)
-Arcsin.

. s s . . . .
-sin : [_E ;;] - [—1;1] / x - sinx continue et strictement croissante.

-bijective — bijection réciproque : arcsin : [—1;1] - [—g ,g] / x—o>y= o

arcsinx — siny =x

-Vx € [-1;1], sin(arcsin(x)) = x

-Vx € [—g ; g] , arcsin(sin(x)) = x

-Vx € [-1;1], cos(arcsin(x)) = V1 — x2

-Vx € [-1;1] , arcsin(—x) = —arcsin(x) (fonction impaire)

-Vx € E ; 3711] , arcsin(sin(x)) =T —x

-arcsin : continue et strictement croissante sur [—1; 1] dérivable sur]—1;1[

. 1 u’
-(arcsin(x))’ = — y
( (x)) 1-x2 (V 1-u? ) T
] A——
-Arctan. Y = arctan x
-tan: | —g ; %[ — R est continue et strictement positive alors bijective. 01 x
-bijection réciproque : arctan R — | —g ; %[ / x - y = arctan(x) - . — —%



tan(y) = x
-Vx € R ,tan(arctan(x)) = x

-Vx €] —g ; g[ , arctan(tan(x)) = x
-Vx €R , arctan(—x) = —arctan (x) (fonction impaire)
-arctan: continue et strictement positive et dérivable sur R.

-(arctan(x))’ = . (u—,)

1+x2 1+u?

1-5 Fonctions hyperboliques.

Fonction sinus hyperbolique :

-sh (x) = #

- shest impaire.

-sh est continues et dérivables sur R (sh(u))’ = u'ch(u)

Fonction cosinus hyperbolique :
-ch(x) = ex+2—e_x
-ch est paire
-ch est continues et dérivable sur R (ch(u))’ = u'sh(u)
sh et ch:
-Vx €R ch(x) =1 i ch(x) +sh(x) =e* i ch(x) —sh(x)=e™*
Fonctions tangente hyperbolique :
__sh(x) _ e¥—e™* e?¥—1
_th(x) T ch(x)  eX+e X e2%¥41
-th est impaire
-th est continue et dérivable sur R (th(x))’ =
sh.chetth: (Vx,y €ER)
-ch(x +y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
-sh(x +y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)

_ _th)+th®)
-th(x +y) = T+ (th () th(y)

-ch(x —y) = ch(x)ch(y) — sh(x)sh(y)
-sh(x —y) = sh(x)ch(y) — ch(x)sh(y)

1
ch?(x)

=1 —th?(x)

i och?(x) —sh?’(x) =1

- 4

-Sion pose x = ch(x) et y = sh(x) alors x> — y* = 1 estl'équation d’une hyperbole équilatére.




