Chapitre 2: Equations différentielles linéaires

L

Equations différentielles linéaires du 1er ordre
v(t) € I, (E):a(®)y'(t) + b(®)y(t) = c(t)

Aveca,b,c:I — K :définies continuessur/ et y:I — K :fonction dérivable inconnue.

t 2 y(t)De plus on suppose que a # 0

Equation homogeéne : a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0
La fonction c est appeléesecond membre
Equation différentiellenormalisée : sia =1
Probléme de Cauchy : { a()y'(t) + b(t)y.(.t ) : .C.(t)
y(t0) = a = condition initiale

Soita: I - R continue et A une primitive de a
Les solutions de y’(t) + a(t)y(t) = 0 sont toutes les fonctions t 21e™4® = y(t), 1 €R
On considére y'(t) + a(t)y(t) = b(t)
Alors y(t) = yo (1) + yp (1)
Avec y(t) : Solution générale de '’équation non homogéne.

yo(t) : Solution générale de I'’équation homogeéne : y,(t) = Ae™4®
Yp(t) : Solution particuli¢re de I'équation non homogene.
Deux méthodes pour trouver la solution particuliére :
1. Méthode de la variation de la constante :

On détermine la solution particuliere de (E) : y'(t) + a(t)y(t) = b(t)

- On détermine une solution non nulle de I'équation homogene y0(t) = c.e=4®

- On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme #(t) = c(t).e~4® avec c une fonction derivable

- Lecalcul de Yest ramenéa celui de c donc a une primitive de b.e4 sur /

c(t) = b(t).eA® => c(t) = [b(t).e*® dt
2. Méthode directe :
b(t) Yo(t)

ag+at+ ...+ ayt, oua € K | Sia=+0,by+ byt + ... +b,t"
Sia = 0,y'(t) =b(t) 2y(t) = [b(t)dedegré (n+1)

P()e™ ,m € K Q(t).e™ ou Q(t) un polynéme de degré nsia +m # 0
Q(t) un polynéme dedegré (n+ 1)a+m=20
sin (kx) ou cos(kx) A.sin(kx) + B. cos(kx)
ae™ cos (wt) On cherche y. (solution complexe) de y’ + ay = ae
donc Re(y,) est une solution particuliere
ae™sin(wt) On cherche y, (solution complexe) de y’ + ay = ae

donc Im(y,) est une solution particuliére

Equation différentielle linéaire du 24 ordre a coefficient constant
(H): ay” + by + ¢ = f(¢)
Equation homogeéne associée: ay” + by’ + ¢ =0
Polyndme caractéristique associée (H): ax®> + bx + ¢ = 0avec A= b2 - 4ac
Si A>0,retr,ye(x) = cie™* + cye"2*
A=0r =1, Y= (c1x + c3)e™*

A4 <0, {2 _ Z+ :g , VY6 = e™[A.cos(Bx) + B.sin(Bx)]
Une méthode pour trouver la solution particuliére : Méthode directe
f(v) Yp2(t) de (E)
ag+at+ ...+ aut, oua € K bo + bit + ... + bat"ou bia trouver
ke™ avec ar?® + br + ¢ # 0 (r pas une racine) | ae"
ke™ avecar?+ br+c=0 SiA> 0, ate™ :SiA=0, atze™
P(x).e™ Q(x)=e",ouledegréde Q =nsi ar2+br+ c #0,
do(@Q)=n+1si4>0,dy(Q)=n+2si4=0
d. cos(wx) A.cos(wx) + B.sin(wx)




