Chapitres 3: Nombres réels.
1-1’ensemble des réels :

-Un rationnel est un réel de la formes ; ,q €EZ q # 0 L'ensemble des rationnels est noté Q

-Q est stable par addition et par multiplication. (Lois de composition internes)
-Un nombre rationnel admet une écriture décimale finie ou périodique.
-Si x € Q est un irrationnel. L’ensemble est noté R\Q.
-R\Q n’est pas stable par addition et par multiplication.
-Parmi les nombres réels on trouve N, Z, D,Q, R\Q et N* (privés de 0)
-La relation d’ordre (<) vérifie (définie sur R) :
Vx €ER, x < x - réflexive
Vx,y ER, x<yety<x — x=y (Antisymétrique)
Vx,y,Z€ER , x <y ,y<z - x <z(Transitive)

-Vx,y,Z €R X<y - x+z<y+z
-VX,yER,VZER* x<y - x*<y?

-Vx,y,z,t ER , x<yetz<t-ox+z<y+t
-Vx,y,z,t ERT, x<yetz<t->x?><yt

2-Propriétés de la borne supérieure.
Majorants et minorants :

-M majorant de AsiVx € A, x <M

-m minorant de AsiVx €4, x >m

-A majorée si elle admet un majorant.

-A minorée si elle admet un minorant.

-A bornée si elle est majorée et minorée.

-I non majorée» VM €R, Axe€l, x> M
-l non minorée< YVmeR, Ix€l, x<m
-Ibornée> IM €R, Vx€el, x<M

Borne supérieure et borne inférieure.
-Sup(A) : Borne supérieure de 4, c’est le plus petit majorant de A.
-Inf (A) : Borne inférieure de 4, c’est le plus grand minorant de A.
— Sup et Inf : peuvent ne pas appartenir a 4.
-Soit A une partiede R, m,M € A
-M estle plus grand élément de A (ou maximum) siVa € 4, a < M
— Max(A) (doit étre dans A)
-m est le plus petit élément de A (ou minimum) siVa € 4, a=m
— Min(A) (doit étre dans A)
-Pour démontre que A est majorée : par 'absurde : Sup(I) =1 tel quel = [0;1]
M = Sup(l) etsupposonsM <1 - Vx€el, x<M
— VM’ majorant, M < M’

Propriété de la borne supérieure.
-Toute partie non vide et majorée/minorée de R posséde une borne supérieure/inférieure.
-L’ensemble Q ne posséde pas la propriété de la borne supérieure.

Caractérisation de la borne supérieure.
-Soit A une partiede Ret M € R alors M = Sup(A)
- {M est un majorant de A
Ve>0,3Ix€EA ; M—e<x<M

Caractérisation de la borne inférieure.

m minorant de A
m = Inf(4) © {V£>O, dx€Ad ; m<x<m-—¢



Droite numérique achevée.
-R=RU{~; +} - (ﬁ S) est un ensemble totalement ordonné qui posséde un maximum +oo et un minimum —co

-On prolonge 3 R les opérations de R (+,%) (Formes indéterminés : (4+) + (=) et 0 X o

3-Valeur absolue et partie entiére :
-Valeur absolue : |x| = max(—x , x)
-Distance (x,y) = d(x,y) = |y — x|
-On dit que a est une valeur approchée de x ae préssi:-d(a,x) =|la—x| < ¢
-On dit que a est une valeur approchée de x par défauta € préslorsque:a <x <a+¢
-On dit que a est une valeur approchée de x par excés a € prés lorsque:a—e <x <a
-Soientx,y € R:-|x| € R*
-lx|=0 x=0
Jx.yl = Ixlly]
Sia>0, |x|<a © —a<x<a
Sia>0, |x|>a © x>aet x<-—-a
-lx +y| < [x| + |y| (inégalité triangulaire)
|12l = Iyl] < 1x — y|

Propriété d’Archiméde.
-L’ensemble R est Archimédien:Vx >0, Vy >0,3neN*; nx>y
-Cas particuliers: -Pourx =1, Vy > 0,3n € N*; n >y - non bornée
-Poury=1, Vvx>0,3ne€ N"; nx >1 - aucunréel > 0 n’estinférieur a tous les nombres de la

1 *
forme ~,nE N* - tend vers 0.

Partie entiére.

-Soitx ER, A n€Z telque n<x<n+1 / Onlappelle E(x) = [x] = partie entiére de x.
-E (x) est une fonction croissante sur R et constantesur [n;n+1[;n € Z

-E(x) continue sur R\Z et pourn € Z continue a droite mais pas a gauche.
-Vx€ER,VvneZ,E(x+n)=EXx)+n

-E(x)eEZ x—1<EMx)<x<EX)+1

4-Intervalles de R.

Intervalle.

Vx,yel ,VzeR,[x<z<y -zel]

-Par convention, @ est un intervalle de R

Une borne supérieure b tona {Vx €l,a<x<bh

Une borne inférieure a Vx€ER,a<x<b -x€l
Vx€l,x>a

VxE€ER,[x >a > x €]
Vx€l,x<a

VX €ER,[x<a - x€I]

-Soit I un intervalle non vide bornée de R alors : I admet {
-Soit I un intervalle minoré et non majoré alors I posseéde une borne inférieure a et {

-Soit I majorée et non minorée de R alors I possede une borne supérieure a et {

-Soit I un intervalle de R non majoré et non minoré alors I = R

Types d'intervalles de R
-Si I un intervalle non vide de R, on a : -I = R (ni majoré, ni minoré)
-1 =[a; +[,]a; +oo[ (minoré, non majoré)
-I =] — o0, b],] =00, b[ (majoré, non minoré)
-1 =[a,b],]a,b],[a,b[,]a,b] (borné)
-L’intersection de deux intervalles de R est un intervalle de R.
-La réunion de deux intervalles de R non disjoint est un intervalle de R.
-La réunion de deux intervalles quelconques de R n’est pas forcément un intervalle de R.
> Tout intervalle de Ja, b[ oli @ < b contient au moins un rationnel : on dit que Q est dense dans R.
- Tout intervalle de Ja,b[ ol @ < b contient au moins un irrationnel : on dit que R\ Q est dense dans R.
-Tout intervalle contenant au moins deux points contient une infinité de rationnel et d'irrationnels.



— Si I contient un nombre fini de rationnels, on les classe par ordre croissant. (r; <1, < - <15,
-L’intervalle ]y ,7,[ ne contient pas un rationnel — contradiction avec >
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