Chapitre 1: Notions de logique et vocabulaire ensembliste.

1-Notions logiques.
-Assertions et proposition.

-Deux assertions équivalentes : méme valeur de vérité.
-Prédicat : P(x)

-Axiome : Vrai sans démonstration.

-Lemme — Théoréme — Corolaire.

Operations :

-P:assertion / P =1P:négation / P U Q:disjonction (Aumoins 1 Vrai) / P N Q : conjonction (Les 2 sont Vrai)
-P->Q=1PUQ (Faux — Faux (Vrai) / Faux = Vrai (Vrai) / Vrai = Vrai (Vrai) / Vrai - Faux (Faux))

-P & @ : équivalence (Vrai si les 2 sont vraies ou les 2 sont fausses)

-P U TP estvraie P NP est faux

-1PNQR)«1PUIQ / 1(PUQRQ)«TPNTIQ /(P> Q) «TPUQ/ T(P=>Q) < PNTQ

Quantification universel
- Vx € E (quelque soit x € E)
-Quantificateur existentiel : 3 x € E (il existe au moins 1 x)
3! x € E (il existe 1 unique x)

La negationde "V x € EP(x)"est "3x € E 1P(x)"

"Ix€EP(x) "est "Vx € ETP(x)"
Raisonnement :
-Contraposé : 1Q — 1P contraposé de P — @
-Absurde: Q < [1Q - (P Nn1P)]
-Contre exemple : On trouve un exemple qui ne vérifie pas la proposition.
-Récurrence : "3 no€EN P(no) "et "P(n) - P(n+ 1)"
-Disjonction de cas (raisonner en séparant les différentes éventualités possibles, en d'autres termes, on étudie tout
les cas possibles)

-Raisonnement direct : Pour montrer "P — Q" on suppose que P est vrai et on montre Q

2-Ensemble .

-FcE VxeF, xeE

-F=Esi FCEetECF

-siFNE =@ doncensemble disjoint
-E\F o x€E etx¢&F

-Cg.F & x & F (complémentaire de F)
-x ¢ Cg.Fox€eF

-FNC.F=0
-Cz(Cg.F) = F-
-CzE =0
-C0=E

-EAF = (E\F) U (F\E) = (EUF)\(ENF)
-Cx(ANB) = CzAU CzB

-AcCc B - CgBcCCA

-ANB=0Q0 o AcC(zB ©Bc (A
-P(E) #0

-EXF={(x;y);x€E ety € F}\
CAAUBNC)=(AUB)N(AUC)
SAAN(BUC)=(ANB)UANC)



Chapitre 2 : Application et Relation binaires.
(E,F.T); frE=>F [ x = f(x)
Vx,x' €E,x=x" > f(x)=f(") ou -Vx,x' €EE, f(x) #f(x") - x#x'
- Deux applications sont égales : méme ensembles de départ et d’arrivé.
-Ensemble des applications E — F : FE
-Composée gof =g(f(x)):E - F >,G Remarque: gof # fog
-Application identité: Id; E - E (NB Idg:x =1y)
-he(gef)=(hog)f
ldpof =feldg=f
-Restriction: f|g:A—>F / x> fl,(x) = f(x)
-Prolongement: f:A > F; gitE > F [ g(x) =f(x) surd; gla=f

Injectivité.

vx,x' €E si f(x) = f(x") » x = x" (v posséde au plus un antécédent).
-f et g : injectives = g o f : injective.

-g o f injective = f injective.

Surjectivité.

vy € F, 3x € E; f(x) = y (y posséde au moins un antécédent).
[[:3yeF; Vx€EE;f(x)*#y]

-g et f :surjective = g o f : surjective.

-g o f : surjective — g :surjective

Bijectivité.
vy € F,Alx €F,f(x) =y (ypossede exactement 1 antécédent) Id : bijective.

-f : bijective — f: surjective et injective
-f:bijective — gof =1Idg et fog=Idy etg unique: F 27 E

-gf: bijective - f:injective et g: surjective

Application Réciproque.

fliVx€E,VyEF,y=f(x) o ') =x

foft=Idp et f~lof=1Idg

-f :bijective » f~!:bijective et (f™)1=Ff

-f , g 2 applications bijectives — g o f : bijective > (go f) 1= f"log™?

Image Directe.

fA)={fx); x€A}; {yeF; Ix€E; y=fkx)}

-Ax €A;yef(x) si A+ @ alors f(A) #0

-Imagede f: Im(f) = f(E) = {f(x); X € E} ={y€eF;Ix€E;y=f(x)}
-f est surjective ssi Im(f) = F

Image réciproque.

f'B)={x€E; fx)=B} f'(B)CE

-f7Y(y) # f~1(y) saufsi f bijective; x € f71(B) & f(x) € B

Ac @) et fUTUB)CB

-Si f surjective: f(f"1(B)) =B et f injective fTI(f(4)) =4

Relation binaire (xRy)

Réflexivité: Vx €E,xRx

Symétrie: Vx,y € E,xRy = yRx
Antisymétrie: Vx,y €E,xRyetyRx - x =y
Transitivité: V x,y € E,xRy et yRz — xRz



Ensemble relation Réflexives Symétriques Antisymétriques | Transitives
R = N v v v
R < v X v v
R < X X v v
Z \ N X X X
N \ V X v v
P(E) c V X V V

-Relation d'équivalence: Réflexive, symétrique, transitive.
-Classe d'équivalence: X ou Cr(x) ={y € E | yRx}
-Ensemble quotient de E par R : Ensemble de toutes les classes équivalentes : Ep = {X,x € E}

Relation d'ordre: (E, )

-Réflexive, Antisymétrique, transitive

-Eléments comparablessi: x < youy < x

-Si tous les éléments sont comparables 2 a 2 : ordre totale
-Sinon: Ordre partiel

Ordre lexicographique (<)
-V (x,y) € R*, V (x',y") € R?
) (X, Y) o (x < xDou(x =x'ety <y")

Majorant, Minorant: (E <) , AcCE

Majorant: M (dans E)/Majog A: Vx €EA,x <M
Minorant : m (dans E)/Minog A : Vx € 4,x 2 m
Plus grand élément: (M)de A/max A: Vx €A,x <M
Plus petit élément: (m)de A/minA: Vx € A,x =2 m

Vx € A,x<M
VM € MajoAM <M
Vx € A, x >2m
vm' € MinoAm' <m

e Borne supérieure (Plus petit majorant) de 4: (pge = M): M = SupgA < {

e Borne inférieure (Plus grand minorant) de A: (ppe = m): m = InfzA < {

La borne supérieure et la borne inferieure ne sont pas nécessairement un élément de A
Soient (E,R) et (F,R) f:E > F

f croissant: Vx,y € E, xRy - f(x)R' f(y)

f décroissant: Vx,y € E, xRy - f() R f()



